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引言

单墫老师在文[1]中提及第一节所述组合几何问题 1,实际上,此问题是 1961 年匈牙利竞

赛题,在 4n 时,时常作为高联赛训练题,这类问题的一般解决过程较为复杂,即使在

10n 时,其难度也不可言喻,文[3],[6],[7]中李文琦,熊斌,杜锡禄,科大李文志等人

对问题 1 进行确界估计,取得了一些有效的结果.杜锡禄还在文[3]中提出第一节所述问

题 3,而问题 3等同于杨路,张景中等在文[9][10]中提及的Heilbronn数,即区域内点构

成凸体最大面积与最小面积比的确界值,注意到此问题，当 1000n 时,也是 2018ACM

程序设计大赛赛题,等价处理时间复杂度  3nO 的计算几何问题.张等在文[9],[10]中使

用的仿射变换，微小扰动是相对比较高等的.本文主要给出基于文[2],[8]提出的凸体堆

积密度来给出关于平面上任意 n点的Heilbronn 问题的完全估计,其中第二节定理 1 是

主要结果,其泰勒逼近寻找可行多项式最佳系数的过程是新的工作，从而给出了问题 1

的直观结果,同时，修正了文[2]关于问题 2的主要定理.

文第三节中,利用引理 0.1 逐步证明引理 2.3,进而给出关于平面上凸包直径的问题

3结果即定理 2，事实上，这也直接地将问题减少至复杂度  2nO ，更具体地，对于确定

的某一点分布来说,能直观地给出面积比确界的估计.至于本文的最后一节,是对定理 2

的一个直接应用即定理 3,有效地参数古估计了文[11]提出的问题 4,
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一．问题及预备知识

问题 1[1]. 点距的Heilbron型问题：设平面上给出任意 n个点，每两个点之间

有一个距离，最大距离与最小距离的比记为 n ，求 n 的最小值（下确界）。

问题 2[2]. 单位圆内最疏分布问题：已知O为坐标原点，平面上 n个点 1A ，

2A ，...， nA 满足 1|| iOA ， ).,...,2,1( ni  记这n个点之间两两距离的最小值为m，求

m的最大值 nr .

问题 3[3]. 平面上三角形的Heilbron问题：平面上给定任意n个点，其中任意

三点可构成一个三角形，三角形的最大面积与最小面积比为 n ，求 n 的最小值（下确

界）。

问题 4[4]. 三角形内最小三角形面积上界：在一个给定的 ABC 上，以任意方

式放入 n个点。每一种方式确定一个 n阶完全图 nK 。对每个 nK ，其中有面积最小的三

角形。试问面积最小的三角形最大面积为多少？

引理 0.1[2]：在任意二维凸体中，对一切正整数 n，








n
SnCC

ln 32
)438(2

，

其中C与 S分别表示二维凸体的周长与面积； nl 表示在该凸体中任意放入n个点，记这

n个点两两之间距离的最小值为为m，m的最大值为 nl .

引理 0.2[6]：设平面上有 n个两两不相交的等圆，其总面积为 nS .同时设这些圆的

凸包的面积是
'
nS ，那么

12'




n

n

S
S

，且
12


已经是最理想的上界，不可改进.
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二．问题 1 上下界的估计

引理 1.1:
n

n r
2



证明: 事实上,问题 1 与问题 2 是部分等价的,为了在单位圆内保证m取到尽可

能大的值, n个点两两之间的最大距离需取到直径 2 .但,显然对问题 1，问题 2 并不一

定在所有 n时能够达到最优的情况，再由问题 1 中 n 的定义,引理 1.1 即证.

引理 1.2:






 

n
nrn n 32
3222,成立

证明: 由引理 0.2,引理 1.1,可得
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引理 1.3: )7(,
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证明: 问题 1 中,考虑下图
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设单位圆 O的圆周上排列着 m个点的情况下，则根据抽屉原理，至少有两点B与C

使得
m

BOC 2
 ，进而

m
BC sin2 ，不难看出

m
BCrn

sin2 。

以圆心为O，半径为
m
sin21 做圆，可以保证该圆内所有点到圆周的距离小于

m
sin2 。在该圆内放置  mn  个点，得到： mnn r

m
r  )sin21( 

。

于是，当m取遍所有值时显然：

)7(,)sin21(,sin2minmax nmr
mm

r mnn 














  



根据最小值恒等式,上式等价

)7(,
2

)1(sin2)1(sin2
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下考虑函数   n
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ng 
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引理 1.4: 13  nn 且 ,成立 单调递增的（ angnng
n

)()212()
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证明: 令
224121212
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，由原式得到：
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进行参变分离，得：
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移项，由右端的
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为负，得：
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使用绘图软件Desmos直观表现左端函数的递增性，结果如下：

引理 1.5:存在实数 a，对于任何正整数n，成立

.
3
3),()212()

212
sin21 




angnng
n

则（ -

证明: 当 n 时，为了简化运算，可忽略与 n或者 n相加减的常数.

另外,由于 xx
x



sinlim

0 ,而在 n 时, 0
212


n


,符合代换的条件

原命题等价于：

)()12()
3

1( ngnng
n




为方便代换，令 nnp 12 ，得到：

n
a

nnnp
a
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3

3
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将 a移至不等式左边，得到：

nppnppnnnppnn
a
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通分，得到：
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nnpnnnnppnp

pn
npa

3

42232333

216
7233723372

3
33  




国际竞赛 科研科创 发表论文
关注“有方背景提升”



此式等价于

nnpnp
nnpnnnnppnppna
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216)33(
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因 n ，有  
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，进而得到：
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证明: 根据引理 1.3,为给出一个不等式直观的较优放缩,考虑泰勒逼近关于上

述函数  ng ,下证  ngrn  .

等价地,证

)()
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sin(2 ng
n
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利用 xsin 的泰勒展开式对  ng 构造: m
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显然,
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有 )1(
n

Orn  ，故余项可以被忽略不计.

通过机器计算（代码见附录 1），发现后一个不等式  ng 总比下边

)()212()
212

sin21)
212

sin21 212 ngnng
n

r
n nn 




 

 -- （（ ）大 )1(
n

O ,后

试图将  ng 在原本的泰勒展开式上减去 )1(
n

O ，但仍无法保证不等式成立，在尝试的过

程中发现减去 )1(
n

O 可以保持不等式的成立.

即
n
annng 

3
2)(

3
1

1 ，其中
2121 


n

n 

定理 1：   
3
3,

2123212
2, 3

3







  a
n
a

nn
rn n 则成立 ,而

且有   
3
3lim,13 


anna

n
的最优解是单调递增的关于 .

证明: 定理 1 前半段即引理 1.6,下证后半段.

注意到：
n
a

nn
O

n
a

n
ng

n 3
3)1(

13
)(lim 









为使 0)(lim 


ng
n ，取

3


a

由于满足不等式成立的最小 a随着 n的增大而增大，故 n越小，给出的估计越精确.下表

列出了一些n对应的满足不等式成立的最小a值(代码见附录 2)，以供参考。

a n

007.0 55

071.0 60

391.0 100

725.0 200

058.1 500
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248.1 1000

614.1 10000

748.1 100000

793.1 1000000

8138.1 

显然地,由引理 1.1,引理 1.2，定理 1 即得

推论 1：

  nnn
n

nn n

32123212
2

2

32

32,

3

3 
















  成立

三.问题 3 的参数估计

引理 2.1：平面上给定任意 n个点，其中任意三点可构成一个三角形，若最大

三角形面积为 S，则n个点的凸包面积小于 S
2

332 
.

证明: 在 ''' CBA 的三个顶点上分别划出三个同样大小的小三角形,如下图：

其中： ''CkBDE  ； ''CkAMF  ； ''BkAGN  ； 5.00  k

求尽可能大的 k使得顶点分别在三个小三角形内的最小三角形面积大于等于 S

设该三角形为 OPQ ，因为要取到最小面积，故设 QPO ,, 三点分别在 GNMFDE ,, 上,

采用局部调整法将其面积调整到最小值。
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先考察线段OQ ,若OQ不平行于MF，由于三角形面积为 高底 
2
1S ，则总可以将P

调整至MF的一段，使得三角形面积最多地减少，例：

→

若OQ于MF平行，则将点 P调整至另外一段，再以类似的方式考察PQ和PO，最后

总可以将三角形调整至下图中的情况：

→ →
（先调整Q，再调整O）

所以 OPQ 的最小面积就是 Skk )1)(21(4 

解不等式 SSkk  )1)(21(4

∴
4
1132 2  kk ∴

16
3)

4
3( 2 k

解得
4
330 

 k ,凸包面积< SkS 244 

引理 2.2：平面上给定任意 n个点，其中任意三点可构成一个三角形，若最大

三角形面积为 S，则n个点的凸包面积小于

SSkS 52.34
2
332 2 


.  为下证中方程的根k

证明: 如图, ''//''// CBEDDE , ''//'' CAFM , ''//'' BAGN ,
4
33


BC
DE

，

设 k
BA
GN

CA
FM


''
''

''
''

，且 SkSSS CGNFMBEEDD
2

'''''''' 4 
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在引理 2.1 的结果上继续进行计算。设点O落在梯形 EEDD '' 中, p落在 ''' FMB 中，

''' GNC 中。 'OF 交 ''ED 于 'R ， 'OG 交 ''ED 于 'T

显然地,满足不等式 SSSSSSS
NGFMCGETBFRDEDACBAOPQ 

 ''''''''''''''''' 梯形梯形梯形

为方便表示，设
''
''

8
3362

0 CB
EDkk 


 ；

因为

SkS EDA 












2
''' 8

3364

Sk
CB

GCFBEDSS CGETBFRD 4)1(
''

''''''
0''''''' 




梯形梯形

 SkkS NGFM
22

'''' 2)1(14 梯形

将所设 k值代入不等式，得：

  SkkkSkkSkSS )1)(2(42)1(144
2
3364 00

222 
-

= SkkkkkkSS 
 )422(4
2

332
00

2
0

2

∴
2
33)422(4 00

2
0

2 - kkkkkk

再将 0k 代回原不等式，得：

4
3-

8
33-64

8
33-623 222  kkkkk

∴
8
33-6)2-1(

4
343 22  kkkk
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∵ 2/10  k , 04/343 2  kk ; 求得 k的定义域
6
7-40  k

继续解不等式,得：

)
8
33-6)(14-4(

16
96

2
4124-9 22234  kkkkkkk

=
8

336
2

633
2

33844 234 






 kkkk

∴ 0
16

3-36
2

336
2
333320-5 234 





 kkkk

用近似代替,解得： 397461.0k

故凸包面积 SSkS 51996.34*
2

332 2 




引理 2.3:平面上给定任意n个点，其中任意三点可构成一个三角形，若最大

三角形面积为 S ,则下图四边形 ''DEBA 的周长

SScC DEBA 85654.7''  .  为下证中方程的根c

证明: 在任意凸体中，面积不变时，引理 0.1 中 nl 的上界随周长的增加而增加.

为了在凸包面积与最大三角形面积 S确定的情况下，使得 nl 尽量小，就必须尽量使得凸

包的周长尽量小。

考虑如图,

设 ABC 是面积为 S的最大三角形，其对应的三边长分别为 cba ,, ，且设 cba  ，

bBCBAACaABACBCcCBCAAB  '''''' ,, ,则根据引理 2.1，引

理 2.2 的结果，欲使 ''DEBAC 取到最小,即 ))(22()22 00'' bakckC DEBA （ 最小.

∵ )(*)22(*)22 00'' bakckC DEBA （

且当c确定时，易知 ba  的最小值为
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其中   ,0c

令
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求导得
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当 0)(' cf 时， c取到最小值
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两边平方，得
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令 x4c ，得
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此时,代入精确值计算,利用求根公式,得
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62198.1
9629.51243966





mm.x

∵ 0x

∴
62198.1

9629.51243966



mm.x -

为方便运算，以下都使用小数近似表示 x与c ,得：

2378752 S.x 

∴ S.xc 2419014 

代入得
4

4)44()22)(
2

2

2

00
c

c
Skckcf （

SMinC ''DEBA 85654.7

即引理 2.3 得证.

定理 2:平面上给定任意 n个点，其中任意三点可构成一个三角形，给定的n个

点的凸包直径为 *d ,最大三角形面积为 S ,则三角形最大面积与最小面积比值的下确界

*2 )1243886.786.7(

234inf
dSnnnS

Sn
n








 ）（

证明: 根据引理 2.3,引理 0.1 有

同上pa
n

pSnaSa
ln ,,

32
4382









令








n
pSnaSa

l
32

4382

0

考虑图

易知必然存在一三角形有一边长 0ll  ， *dx 

即得：
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*
02

1sin
2
1 dllxS ABC  

∴ *2
0

)438(

234

2
1

inf
dpSnaSa

Sn

dl

S
S
Sun












）（

定理 2 证毕.

四．问题 4 的参数估计

定理 3:在一个给定的 ABC 中，以任意方式放入 n个点，若任意三点可构成

三角形， *d 为 ABC 最长边,最大三角形面积为 S ,则最小三角形的面积上确界

 Sn

dSnnnS
n 




24.24

124774.4886.786.7
sup

*2









 



证明: 根据引理 2.3,可对平面上的点数目给出估计,即点数目为 n51996.3 ,

后问题 4 等价为问题 3,其中 ABC 内有 n51996.3 个点.又据引理 2.1,定理 2

代入可
Sn.

dpSnaSa

n
n

）（ 
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附录 1：

图中蓝色代表被注释的代码，不运行

左起第一列依次输出 n的值， )212()
212

sin2-1-)( 


nng
n

ng 
（ 的值，与

n
1
的值.
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附录 2：

左起第一列依次打印 n的值, a的值, 1sin2 n 的值,      212sin21 1  nngn 的

值,  ng 的值.第四幅图中的 e代表乘以10的负次方.

在 54n 时，a取 .0 随后，打印引理 1.4中给出的 a取值.这么做是为了在 54n 时保证

 ngn 1sin2 .
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